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VII. 


SUL MOTO DI UN SISTEMA NEL QUALE SUSSISTONO 
MOTI INTERNI STAZIONARI 


«Atti Acc. Sc. di Torino», vol. XXX, 1895, pp. 372-384. 


1. Nella seduta del 3 febbraio scorso ebbi l'onore di comunicare all’Acca- 
demia una Nota © in cui ho stabilito le equazioni differenziali del moto at- 
torno al baricentro di un sistema libero e non soggetto ad azioni esterne, nel 
quale sussistono moti interni stazionarii. 

Tali equazioni sono le seguenti: 


A Ž 4 (C—B)gr + mig — m,r =0 
(1) B+ (A—C)rp+mr—m,p=0 
C Z- 4 (B—A) pg +m p—mg=o. 


Nella stessa Nota ho dimostrato che queste equazioni ammettono i due 
integrali 


(2) Ap? + Bg + Cr = 24 
8) (Ap + mi)? + (Bg + m)? + (Cr + m) = K° 


e che la loro integrazione può ridursi facilmente alle quadrature. Mi propongo 
ora di ottenere la effettiva determinazione delle relazioni in termini finiti che 
legano fra loro f,9,7,#. A tal fine osserviamo che se si potranno esprimere 
d,q,r come funzioni uniformi di un parametro ausiliario x, basterà sosti- 
tuire queste espressioni in una delle equazioni differenziali (1) ed otterremo 
anche # espresso mediante il parametro u. 

In luogo di f,9,7 possiamo considerare le coordinate &,n,% dei 
punti della polodia ossia del luogo descritto dal polo sull’ellissoide d'inerzia, 
giacché queste ultime sono legate alle prime dalle relazioni 


PIRO IA PO 
(4) “= ’ i (ri Va , 


(1) Sulla teoria dei moti del polo terrestre. [In questo volume: VI, p. 108]. 
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Quindi la questione è ridotta ad esprimere le coordinate dei punti della 
polodia come funzioni uniformi di un parametro ausiliario x. Ora dalle (2), 
(3), (4) segue che la polodia è la intersezione di due quadriche ed in conse- 
guenza, come è noto, le sue coordinate si potranno esprimere in funzione di 
un parametro x mediante funzioni ellittiche ©, 


2. Per eseguire effettivamente i calcoli potremo operare sia sulle È , n, È, 
sia anche direttamente sulle 2,9, e noi ci riferiremo subito a queste 
ultime quantità. 


Si ponga 
i Filo. 21008 da, 
(5) ‘dani , wT ’ NT a, 
le (2), (3) diverranno 
(2°) Ax; + Ba: + Ca — 2 hx = 0 


(3) (Ar + m x) + (Br. + mx) + (Cas +m a) Ka =0 
ovvero ponendo 3 
K? — mi — mı — m; = K, 
esse si scriveranno 
(8°) Axi + Ba: + C — 2 A4 = 0 
A? x + B? x + Cr — K,x + 
+ 2 Am, x; x, + 2 Bm, xx, + 2 Cm, x, x= 0. 


E E) 


Trasformiamo ora mediante una sostituzione lineare 
A, 


(6) x= Di cis (= 52 A 


I 


le due forme quadratiche che compariscono nei. primi membri delle equazioni 
precedenti in modo da ridurle rispettivamente alle forme 
È PEPE 

pani SEPRE FNE FNE. 

A tal fine, come è noto, i coefficienti della sostituzione (6) dovranno 
soddisfare le. equazioni seguenti i 
(A? — Ax.) cc: + Am, c,s= 0 
(B? — BA.) cas + Bm, c,,= 0 (e= (1,2,3,4) 
(C? — Chs) czs + CM, = 0 
Am, tıs + Bm, cas + Cm, cos — (K, — 24) Cs = O 


(8) 


(2) G.-H. HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, vol. II, p. 449. 
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insieme alle altre 

(9) Ac, + Bér + Chi—24d:=1 ($=1,2,3,4) 
- Semplificando le equazioni precedenti Ese divengono 

(A — Às) Ers + M, Cys =O 

(B — Ns) Cas + M, cgs = 0 

(C — As) Egs + My Cys = 0 

Am, cis + Bm, Cas + Cm; czs — (K, — 2 Ads) Cs = 0 


(8°) 


e per conseguenza le à, saranno le radici della equazione di quarto grado in à 


A —ìÀ , le) : lo) kpr h 

OTT DEBA o Nes. E 

o «de TE A AE TN 
Am, s c Bot, ,, Cm, , 24X—T—K; 


Questa equazione sviluppata diverrà l 
(A — 2) (B — 1) (C — A) (K, — 2 A) + Ami (B —A) (C —ì) 
+ Bm (C —A) (A —1) + Cm4 (A -- X) (B —1) = 0 


ed il primo membro di essa si potrà scrivere 


(10) FO LAA OASAN A — N). 
Dividendo per (A —- à) (B — àX) C — à) si avrà 
A fA) já Am? Ban Cm? 
(10) aee ayey m aan aaee TAAA: Kr 


_ In tutto ciò che segue ammetteremo che A , B ,C, siano differenti fra loro 
em, , M,, Mm, siano diversi da zero; in tale ipotesi nessuna delle radici A, , àz, 
ñ, À, potrà ridursi eguale ad A , B,C. Ammetteremo inoltre che le quattro 
radici siano semplici. 


3. Dalle (8') segue 


D 08 Lg e ra 
( Mi ( Ma ( m3 TOT f 
rec sx) es 


onde chiamando 6, questo rapporto, avremo 


VAG, + Bo, + Ci, 24; 
e Sig 
asl G SL € 
x : 
I Am? Bri Cm? 
AAF Bat 


a cagione della eguaglianza (9). 


ci 


2h 
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Ora derivando la (10) rispetto a à si ottiene 


Am? Bm; Cm? 


ERESIA PS NL ER 
FEN I 
Muro vene YT pro HAOR P TR) BT 


e ponendo à, in luogo di à 


Am? Bm3 Cm? 2h (As —À Ta — Às +2) (As — Às +3) 
CLAD eat Aea a a CaA Saes a DR it) SE Oa E Y. e TTA As M AESA, 
(A 25)? T (A t (EN uao (A —X;)(B—X,)(C —2;) 


Ne segue che 


AL ALNA TN) (B — Às) (C — Às) 
V2} (As — Às F 1) (As — As 2) (Às — às +3) 


e quindi 
(SLITTA PERMESSO IE NOOO. LO. EER OR TR ii 
">; "30 PAGA Agi JUL VESTONO) A, LR ATIG i 
fit eeth cdi eE a o Dee Pla SI 
(12) no Ta BH MAR BL | 
i, jim RIE A) rovine Blog ia css ib ord ogis 
at o Eea Li a I 
= lA MM __—_r_m—— 
\4 K AB AA A TER 


4. Ciò premesso consideriamo le due equazioni equivalenti alle (2”) (3”) 
Bi + E +8 tHE =O 
Ar Ei A Aa Ga H Aa E3 H A =0; 


(13) 


poniamo 
(14) =a (u) , = aou) , E= aou) , ți = ao? (u) 
e cerchiamo di determinare le costanti a, , &, , 43, a, e le tre radici e, , e,z, 2, 


in modo che le (13) restino verificate. La sostituzione (14) trasforma le (13) 
nelle due equazioni seguenti 


a, i + 4,0: + 4,06 + 4,0 =0 
À a, Gi +4, 4,0: +3, 4,0} +XM,a,0° = 0. 
Teniamo conto delle due relazioni che legano fra loro i quadrati delle o, 
cioè ©) 
ci = 03 — (e, — 03) 0° 
o = 0; — (6, — 6) °; 


(3) Vedi K. WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Func- 
tionen, p. 28. 
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le due equazioni precedenti diverranno 
o (a, + aa + a) — 0° (a, (e, — 63) F a (e. — e) — a) = 0 
o? A, a, +M 4, + A 43) — 0° (A, Ar (ei — e) F Da Aa (€a — e) — Ma) = O 
e per conseguenza 
a, +a,+ta,=0 
a, (e, — 63), + a (e3 — e) — 4, = 0 


i, a, F Àz la + Àz a3 = O 
Ar a, (e, — 63) F da 4a (e2 — 63) — M 4, = 0 . 


(15) 


Eliminando fra queste equazioni 4,,,,43,4,, otterremo l’equazione 


I $ I TAE AF 0 
Cx TETTI €3 , Ca ` sita €3 , (©) , I ag ò 
À; ’ Àz , da ’ o 
À; (e; BEK 1° €3) , La (ez «0° ez) , (0) , À 
che sviluppata diviene 
Re e A de dg 
(16) : k MO Cr — €3 sig Mx — 33 f da — À3 


Dalle (15) segue 


l; | la: Gg: Ay Ag A I — N sd ai LARE (As mae da) i 


quindi potremo prendere 


u = Va, = V2 h y — A) 
u, = Va, = Y2 h (n — M) 
(17) | n= VERRA 
| pa = Va; = V2 h Q 1) 

OTET (TURI E DE 

l w Va, = |/2 A (e, — EI 

e avremo 

pd, , Ca io, ’ ALIA , Risa pù 


onde le (6) ci daranno 
4 
(18) ti = Di, Bs Gs Os (= I ,52,3,4) 


in cui si è posto per uniformità 0, = ©. 


(4) Vedi K. WEIERSTRASS, op. cit., p. 30. 
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Resulterà quindi finalmente a cagione delle (12) e delle (I 7) 


| a Vis — M An Gr + VAt — Àz Aia 602 + h2 — Àr A13 03 


(A3 — 2a) (À2 —— Ar) 
E e a i 
soi, pi Wade ELLA 
+ ea ® Seni Ayo 


Va dia AzA Gr + Va — À; A22 O2 + Va — Àr A 23 03 


+e An e) PA ar ARD AS 


19) AyD A e A cal dle A A 
€ | ii Mae i w Or + Var Sira 02 + Via — Ar As 93 
o pi — 3a À ZIP 
+e e Pacae I oa Auo 
Va — Az: Ci + Ha — 3g A32 O2 — pper E A 33 93 
ae V PEA eo AT 
r = M, 4 


Vis A Ai 0, E Ata PV TATA I 
3a — da Ma — 
+ | Er N Pe eh a) VGA: 
T Aa 


in cui si è posto per brevità 


is = y ESNE =, VO — ds 4 1) As — As +2) (As — M +3) 


TI l : 

Aas B — às VA; — Ast 1) As — As 42) (As — As +3) 
(20) 

- VEREA PUT TTESI E A LR 
Ass Vas — Ast 1) (As — As ta) (As — As +3) 

A a a VACN B LANCEN) yi 

Mi pia TOTTI olio cc ® 

Va, — As+1) (A; quit 2) (As — Às +3) 


5. Per determinare il tempo riprendiamo le (pi AS A differenziali (1). 


Avremo: 
MS Ae seo in 
(21) dt = (Bg + mar — (Cr +m3)g — (Cr + m) — (Ap + m:)r 
Cdr 


= TAZ + m:)g — (Bg + m) 


ovvero a cagione delle (7) 


fo E A dx, ) dta dxy 
pini ARE ig se 
du (Bza + 22244) x3 — (Cx3 + 2723 £4) x2 (Cx3 + M3 £4) xx — (Axı + Mr X4) £3 


dx dx 
di C(u du 33 "A 
p (Axı + Mı £4) t2 — (Bx2 + M24) xx 
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Sostituendo per x, ,X%a, %3, X, i valori ricavati dalle formule (18) le 
equazioni precedenti divengono: 


. do; do; \ ` 
di ; A Eini tus (Cri Cas — Crs ci) (0; n — o, Gi) 


du T Dus- (Cczs — mM3 C4 5) Os Ep; Cas Os — Zu; (Bcas + Ma C4 5) Os; Zu; C3s Os 
pi do; 

jas ' B Zu; us (cai cgs — cas cyi) (0; Fe — o Gi) 
— Epe (Acrs +M: 045)6; Zu; c3zsos — Xu; (Ccas + Ma (45) Os Luc c1 50; 


"debe nt du 


do; do; ) 
Ti Zu; (Becas + Ma (45) Os Es Cı s Os — Bhs (Acr s + Mi (45) Os Eps (259; © 


C Zu; ws (3i C4 s —- C3s C4i) (o; 


Abbiamo ora (Cfr. K. WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsätze, p. 28): 


{i de do; 
y \ vige 0 = (ara 
2 i 
Ss te artir 
du si lg ii 


quindi dt/du potrà porsi in tre modi eguale al rapporto di due polinomii 
omogenei di secondo grado nelle o, e perciò sarà una funzione doppiamente 
periodica. 

Riprendiamo ora le formule (22) e osserviamo che x, ,x2,%3,4, sono 
funzioni olomorfe in tutto il piano. Togliamo i fattori comuni alle funzioni 
stesse, conservandole olomorfe, ma rendendole tali che non abbiano nessuno 
zerc a comune, è mostriamo che in tale ipotesi i tre denominatori non possono 
annullarsi contemporaneamente. Infatti se ciò avvenisse si avrebbe 


(Ba, + Ma x,) x, — (Cx, + M, £4) x, = 0 
(Cx, + mM, x4) x: — (Ax, + m, x4) t3 = 0 
(Ax, + M, x4) xa — (Bx, + M, x4) 2 = O 

ovvero 
\ (Ax, + m, x,) — ui. =0 
(24) { (Bx, + m, x,) — ux, = 0 
(Cx, + m, x) — pa = 0. 


Moltiplicando queste equazioni per Ax, , Bx., Cx, e sommando, ab- 
biamo, quando si tien conto delle (2) (3”), 


(25) Xa (Arm, x, — Bm, x, — Cm, x, + K, xX, — 24A ux) == 0) 


Se ora x, fosse nulla, siccome si è supposto che A , B ,C siano diversi fra 
loro, dovrebbero essere nulle due fra le x, , x, , x3, e in virtù della (8) tutte 
e quattro le quantità x, ,x,,%3,x, sarebbero zero il che è contrario alla 
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ipotesi fatta. Ne segue che x, è diversa da zero, e perciò dividendo la (25) 
per x,, avremmo: 


(26) Am, x; + Bm, x, + Cmjx,—(K,—244)x,=0. 


Le (8°) coincidono colle (24) e (26) quando si sostituiscano le x; alle 
cis e u a 3; quindi i valori di x, , x. , x£}, x, che le soddisfano sarebbero tali 


che (vedi $ 3) 


Xi e X2 tn x3 EP 
aa). E 
N GN DIA dt) 


e per conseguenza a cagione della (2) 


Am? Bn? Cm? 


I 


2 3 ia 
TEABE EOT A RA 


onde (vedi equaz. (10’)) à; sarebbe una radice multipla, contrariamente alle 
ipotesi fatte. I tre numeratori delle (22) sono funzioni intere, ed i denomina- 
tori non possono annullarsi contemporaneamente; dt|du non può dunque mai 
divenire infinito, e poiché essa è funzione doppiamente periodica, così se ne 
deduce che è costante. Chiamando x questa costante, si avrà: 


(27) t = n (u — uo) 
in cui 2% denota una costante arbitraria. 

6. Per eseguire effettivamente il calcolo di 7 osserviamo che il denomi- 
natore della prima espressione trovata per dt|dn può scriversi 

D, = Zu? [(C — B) 63; Cai + #3 Cai Cpi — Ma 63; Gui] o? 
+ Zu: ps [(C — B) (631645 + 635645) + 9003 (Chi Cas + 645 Cai) 
—-Ma(C4i C35 + Cs C3i)] Di 9; . 
Ora dalle (12) segue 


(C id B) (2% Egs + C35 Csi) + Mz (ar Cas T C4s Cai) _ Ma (E, C35s + Cas Csi) 


vizi 70,9; 8,} (C Breda i Snai 
I I I I 
-h + sy] + x +z]! 
a (B Se) (As — À;)? #2 713 0; 0, 
— (By) (C — 2) (B — A) (C — A) 


Di qui si deduce che il coefficiente di o? nella D, è nullo, giacché si 
otterrà dalla precedente espressione ponendo s = 7: quindi 


(As — A3)? O; Os p; pes 


D, = (B — C) m m, Y5 aCA BNCE 


G; G: 
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Dalle (12) si ricava 


—> 7°: š As — i) 
A h Cri Cys — Crs Ci = 80. ( ie s: `) = ma 8; 8; ( di) 


A=- As Mı ~ (AK) (A — A.) 
perciò il numeratore della prima espressione di dtļdu sarà 


(As — As) O; Os L; us do; do; \. 
Mra E AE VI essi Wir” KITAY 


dunque applicando le formule (23) può concludersi che N, sarà al pari di D,, 
una espressione lineare ed omogenea dei prodotti 0; 6; e poiché il rapporto 
N;/D; deve esser costante, esso potrà prendersi eguale al rapporto dei coeffi- 
cienti di o, c, nelle espressioni di N, e D,. Perciò 


pla dt Ni Ami (A4 — A1) O1 04 er u4 (B — X2) (C — d2) (B —X3) (C —%3) 


n = —— = = 


du D, °° (B—-C)mama (A — M) (A =M) (Za — da) 0a 0a papa 
i Am, pa By [eda irrita |< 
J = (B—C) mag ria (tende) 
avendo posto per brevità 
a = (A — A) (A —- àD) (A — A) (A — A), 
B = (B — à.) (B — à.) B — A) (B —A,) , 
AÀ y = (C — a.) (C — z) (C — M) (C — ^). 


Ora, se in f (A) (vedi form. (10)) poniamo al posto di à. successivamente 
_ A,B,C, otteniamo 


pre (B) _ Bee (G-B)(AB) 


2 h 2h 
È PR a HA Cm? (A —C)(B—C) 
S 2h 2h 
| quindi 
; > ARC: tig 
Me” n == M e 
È ZA (Ax —2A3)(%° — da) 
{ 
a 
x 


me» 
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